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Аннотация

   ахондаги олиб борилаётган илмий тадқиқотлардан кўришимиз 
мумкинки сунъий интеллект амаллари турли хил усуллар ёрдамида амалга оширила-
ди, буларнинг ичида машинавий ўқитиш энг кенг тарқалган усул ҳисобланади. Бугунги 
кунда машинавий ўқитишни назоратли ўқитиш (supervised learning), назоратсиз ўқитиш 
(unsepervised learning), кучайтирилган ўқитиш (reinforcyement learning) тоифалари мав-
жуд. Машинали ўқитишда регрессия усулларидан чизиқли регрессия, кўп ўзгарувчили чи-
зиқли регрессия ва полиномиал регрессия усуллари кенг қўлланилади. Ушбу мақолада ма-
шинали ўқитишда қўлланиладиган  полигармоник сплайн моделларидан фойдаланилган. 
Дастлаб полиномли ва полином бўлмаган сплайнларни солиштириш амалга оширилган. 
Полигармоник сплайнларни интерполяциялаш жараёнларига мисоллар келтирилган. По-
лигармоник спайн билан интерполяция қилишнинг асосий афзаллиги ва камчиликлари 
келтириб ўтилган.

Ж

Аннотация
   з научных исследований, проводимых в мире, мы видим, что опе-

рации искусственного интеллекта осуществляются с использованием различных методов, 
среди которых наиболее распространенным является метод машинного обучения. Сегодня 
существуют категории машинного обучения: обучение с учителем, обучение без учителя и 
обучение с подкреплением. Линейная регрессия, многомерная линейная регрессия и поли-
номиальная регрессия — широко используемые методы регрессии в машинном обучении. 
В этой статье используются модели полигармонических сплайнов, используемые в машин-
ном обучении. Сначала было проведено сравнение полиномиальных и неполиномиальных 
сплайнов. Приведены примеры процессов интерполяции полигармонических сплайнов. 
Представлены основные преимущества и недостатки полигармонической интерполяции 
пролетов.

И

Abstract
 rom scientific research conducted in the world, we can see that artificial 

intelligence operations are carried out using various methods, among which the most common 
is the machine learning method. Today, there are categories of machine learning: supervised 
learning, unsupervised learning, and reinforcement learning. Linear regression, multivariate linear 
regression, and polynomial regression are widely used regression methods in machine learning. 
This article uses polyharmonic spline models used in machine learning. First, a comparison was 
made between polynomial and nonpolynomial splines. Examples of processes of interpolation of 
polyharmonic splines are given. The main advantages and disadvantages of polyharmonic span 
interpolation are presented.

F
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Амалий математикада функцияни яқинлаштириш ва маълумотларни интерпо-
ляция қилиш учун полигармоник сплайнлар қўлланилади. Улар кўп ўлчамдаги 

тарқоқ маълумотларни интерполяция қилиш ва мослаштириш учун жуда фойдали. Мах-
сус ҳолатларга бир ўлчамдаги сплайнлар ва натурал кубик сплайнлар киради [1,2,5,7].

Полигармоник сплайнлар – бу полигармоник радиал базис функцияларнинг (Radial 
basis functions-RBF) чизиқли бирикмаси бўлиб, φ ва полином атамаси билан белгиланади.

 

бу ерда
(Т матрицанинг транспозициясини билдиради, яъни x 

устун векторидир) d мустақил ўзгарувчиларнинг ҳақиқий қийматли вектори,
эгри чизиқ ёки сирт интерполяция қилиши керак бўл-

ган x (кўпинча марказлар деб аталади) билан бир хил ўлчамдаги N вектор,
RBF ларнинг N оғирликлари,
полиномнинг d+1 оғирликлари.

v коэффициентли полином полигармоник сплайнларни қўллаш аниқликни яхшилай-
ди, шунингдек, ci марказларидан узоқда экстраполяцияни яхшилайди [3,4,6]. Полиномли ва 
полином бўлмаган сплайнларни солиштириш 1-расмда келтирилган.

1-расм. Полигармоник базис функциялар (Polyharmonic basis functions)

Қуйида полигармоник сплайнларни интерполяциялаш жараёнларига мисоллар кел-
тирилган. Ҳар хил турдаги полигармоник сплайнлар ёрдамида тўртта нуқта («доиралар» 
билан белгиланган) орқали интерполяция  кўрсатилган. Интерполяция қилинган эгри чи-
зиқларнинг «эгрилиги» сплайн тартиби билан ўсиб боради ва чап чегарадаги экстраполя-
ция ( х < 0) бўлади. Расмда φ=exp(-r2) радиал базис функциялари (radial basis functions) ҳам 
мавжуд, бу ҳам яқинлашишда яхши интерполяцияни беради [8,9]. Ниҳоят, 2-расмда поли-
гармоник бўлмаган сплайн phi=r2 ҳам мавжуд, бу радиал базис функцияси олдиндан белги-
ланган нуқталардан ўта олмайди (чизиқли тенглама ечимга эга эмас ва энг кичик квадрат-
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лар усулида ечилади) [10,11,14].

2-расм. Турли хил полигармоник сплайнлар билан интерполяция  қилиш кўриниши
Доира билан белгиланган 4 та олдиндан белгиланган нуқтадан ўтиши керак бўлган 

турли хил полигармоник сплайнлар билан интерполяция  қилиш (phi=r2 билан интерпо-
ляция  қилиш фойдали эмас, чунки интерполяция  муаммосининг чизиқли тенгламалар 
тизими ҳеч қандай ечимга эга эмас, у энг кичик квадратлар маъносида ҳал қилинади, лекин 
кейин марказлардан ўтмайди).

Кейинги мисолда юқоридаги каби бир хил интерполяцияни амалга оширилади, 
фақат бундан мустасно, интерполяция  қилинадиган нуқталар 100 га тенг (ва phi=r^2 ҳоли 
энди киритилмайди). φ=(scale∙r)k=(scale)k∙rk бўлгани учун А матрицадан коэффициентни 
(scale)k чиқариш мумкин. Чизиқли тенгламалар тизимида масштаблаш таъсир қилмайди. 
Бу сплайннинг логарифмик шакли учун фарқ қилади, масштаблаш унчалик таъсир қил-
майди. Ушбу таҳлил 3-расмда акс эттирилган, бу ерда интерполация унчалик катта фарқ 
қилмайди. Эътибор берсак, к = 1 бўлган φ=exp(-r2)  каби бошқа радиал функциялар  учун 
интерполяция  энди мантиқий эмас ва  к ни мослаштириш керак бўлади

3-расм. Турли хил полигармоник сплайнлар билан интерполяция 
қилиш кўриниши [1,100]
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Юқоридаги расмда биринчи расмдаги каби интерполяция тасвирланган, лекин ин-
терполяция  қилинадиган нуқталар 100 га тенг. 

Кейинги мисолда биринчи расмдаги каби бир хил интерполяция  кўрсатилган, фақат 
функциянинг полиномлиги ҳисобга олинмаган (ва phi = r2  ҳолати энди киритилмаган).   
4-расмдан кўриниб турибдики, х  < 0 учун экстраполятсия энди базис функцияларининг 
айримлари учун биринчи расмдагидек «табиий» эмас [12,13]. Бу шуни кўрсатадики, агар 
экстраполятсия содир бўлса, полином фойдали бўлади. 

4-расм. Турли хил полином бўлмаган полигармоник сплайнлар билан 
интерполяция  қилиш кўриниши

Полигармоник спайн билан интерполяция қилишнинг асосий афзаллиги шундаки, 
одатда тарқоқ маълумотлар учун ҳеч қандай «созлаш» ўтказмасдан жуда яхши интерпо-
ляция натижалари олинади, шунинг учун автоматик интерполяция  қилиш мумкин. Бу 
бошқа радиал асосли функциялар учун эмас. Масалан, Гаусс функцияси e-k∙r² созланиши ке-
рак, шунинг учун к мустақил ўзгарувчиларнинг асосий панжарасига кўра танланади. Агар 
бу панжара бир хил бўлмаса, тўғри танлаш к яхши интерполяция  натижасига эришиш 
қийин ёки имконсиздир.

Асосий камчиликлари:
	 Оғирликларни (градиент) аниқлаш учун зич чизиқли тенгламалар тизимини ечиш 

керак. Агар N катта ўлчам бўлса, зич чизиқли тизимни ечиш амалий бўлмайди, чунки ке-
ракли хотира O(N2) га ва керакли операциялар сони O(N3) га тенг бўлади.

	 М маълумотлар нуқталарида ҳисобланган полигармоник спайн функциясини баҳо-
лаш O(MN) операцияларини талаб қилади. Кўпгина иловаларда (тасвирни қайта ишлаш 
мисол қилинган) M нинг қиймати N дан анча катта ва агар иккала қиймат ҳам катта бўлса, 
бу амалий эмас.

Сўнгги пайтларда юқорида айтиб ўтилган қийинчиликларни бартараф этиш усулла-
ри ишлаб чиқилди. Масалан, Beatson ва бошқалар [15]. O(logN) операциялари ўрнига O(N) 
операцияларида уч ўлчамдаги бир нуқтада полигармоник спайнларни интерполяция  қи-
лиш усулини тақдим этади.

Хулоса

Шундай қилиб, сигналларга рақамли ишлов беришнинг интеллектуал усуллар-
да, машинавий ўқитиш усули енг кўп қўлланиладиган усуллардан ҳисобланади. 

Сигналларни тиклашда қўлланиладиган полигармоник сплайнлар аниқлик жихатдан ҳам 
яхши натижалар олиш имкониятларини беради. Юқорида айтилганидек полигармоник 
сплайнлар тарқоқ маълумотлар учун ҳеч қандай созлаш ўтказмасдан жуда яхши интерпо-
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ляция натижалари олинади, шунинг учун автоматик интерполяция  қилиш мумкин.  На-
тижада полигармоник сплайн-функцияларни машинавий ўқитиш усулларида қўллаш иш 
самарадорлигини ошишига олиб келади.


